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强化图注意力网络模型在选址路径问题中的应用* 
黄烁  张学习  谢兴旺  张涛

（广东工业大学，广东 广州 510006） 

摘要：针对传统注意力网络模型在选址路径问题中无法有效保留图结构信息的问题，提出一种强化图注意

力网络模型。首先，在保留图结构信息的前提下，编码器通过注意力机制提取图结构中的节点信息，以获得节点

的高维特征表示及整体图特征信息；然后，解码器利用门控循环单元有效捕获节点序列中的时间依赖关系，并通

过逐步解码的方式获取完整解；最后，引入额外的价值网络评估每个动作的价值，以引导策略更新，提升训练效

率。实验结果表明，该强化图注意力网络模型能够快速获取选址路径问题的高质量解。
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Application of Reinforced Graph Attention Network Model for   
Location Routing Problem 

HUANG Shuo  ZHANG Xuexi  XIE Xingwang  ZHANG Tao 
(Guangdong University of Technology, Guangzhou 510006, China)  

Abstract: To address the limitation of traditional attention network models in effectively preserving graph structural 

information for Location Routing Problems, this paper proposes a reinforced graph attention network model. First, while retaining 

graph structural information, the encoder extracts node information from the graph structure through attention mechanisms to obtain 

high-dimensional feature representations of nodes and global graph feature information. Then, the decoder utilizes Gated Recurrent 

Units to effectively capture temporal dependencies in node sequences and acquires complete solutions via step-by-step decoding. 

Finally, an auxiliary Value Network is introduced to evaluate the value of each action, guiding policy updates to enhance training 

efficiency. Experimental results demonstrate that this reinforced graph attention network model can rapidly obtain high-quality 

solutions for LRP. 
Keywords: location routing problem; reinforcement learning; graph attention network; value network; graph structure 

0 引言 

选址路径问题（location routing problem, LRP）是

一个组合优化问题，旨在同时优化设施位置与车辆运

输路径，以最小化总成本，广泛应用于物流、供应链

管理等领域。 

随着交通物流产业的持续发展，LRP逐渐成为运

筹优化领域的研究热点，同时衍生了众多改进的数学 

模型。文献[1]最早提出了 LRP，但由于其复杂性和动

态变化的特点，求解相对困难。为此，学者们提出了

多种运筹优化算法，主要分为精确算法[2-6]和启发式算

法[7-9]两类。文献[10]构建了 LRP的整数规划模型，并

利用分支定界法进行求解，这是采用精确算法求解

LRP的初步尝试。随后，许多学者采用基于 0-1线性

模型的分支定界法[11]，求解基于切割和定界算法[12]的 
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LRP。但精确算法仅适用于解决中小规模的 LRP，越

来越多的学者开始关注能够处理大规模 LRP 的启发

式算法。文献[13]设计并实现了一种基于非支配排序

的离散萤火虫算法来求解 LRP，该算法在多样性指标

上表现更好，且更具鲁棒性。文献[14]提出一种基于

树的搜索算法用于位置决策，并结合禁忌搜索算法，

通过分裂、交换、搬迁等操作进行路径规划，能够在

较短时间内获得更好的解决方案。 

随着深度强化学习在组合优化问题求解中[15]的

成功应用，越来越多的学者尝试利用其来解决 LRP。

文献[16]首次采用端对端的方式将深度学习应用于旅

行商问题。随后，文献[17]利用强化学习替代监督学

习，求解车辆路径问题，并取得了接近最优解的性能。

文献[18]基于 Transformer 模型架构提出一种基于注

意力机制的网络模型，并采用带基线的策略梯度算法

进行网络训练，提高了车辆路径等组合优化问题的求

解效率。在文献[18]的基础上，文献[19]提出一种基于

强化学习的两阶段算法，分别设计了用于解决选址问

题和车辆路径问题的注意力模型，联合求解 LRP。然

而，基于注意力机制的模型虽然能捕捉节点间的关联

关系，但无法保留图结构信息，导致关键特征信息丢

失。另外，以往的模型训练大多采用整体学习策略，

难以提供有效的动作价值。 

为此，本文提出一种用于求解 LRP 的强化图注

意力网络（enhanced graph attention network, EGAT）

模型，在有效保留图结构信息的基础上，通过注意力

机制自动学习图结构中节点间的重要特征，增强模型

对关键特征的感知能力。此外，还设计了额外的价值

网络，用于评估每个动作的价值，以引导策略更新。 

1 问题与模型 

1.1 问题描述 

LRP 的目标是在已知客户位置和需求的情况下，

从多个仓库中选择最佳仓库，并确定最优配送方案和

车辆运输路径，以实现总成本（仓库运营成本、车辆

固定成本、车辆运输成本）最低，LRP示意图如图 1

所示。 

仓库 客户 配送路线  

图 1 LRP示意图 

为了便于分析和研究，对 LRP做出以下假设： 

1） 所有车辆的车型、运输成本相同； 

2） 客户需求小于车辆容量上限； 

3） 每个客户有且仅有一个仓库为其服务； 

4） 仓库之间不允许存在运输路径； 

5） 每辆车从一个仓库出发且返回同一仓库。 

1.2 LRP数学模型 

假设有n个节点，每个节点代表仓库或者客户，
节点集合为 { }1, 2, ,d cN N N n= =∪ … 。其中，有D个

仓库，仓库集合为 { }1,2, ,dN D= … ；有C 个客户，客

户集合为 { }1, 2, ,cN D D D C= + + +… ；车辆路径集

合为 { }1,2,R = … ，其他参数如表 1所示。 

表 1 参数符号及其定义 

参数符号 定义 

vs   节点 v的二维坐标， d cv N N∈ ∪   

ic   仓库 i的容量， i N∈   

io   仓库 i的运营成本， i N∈   

jd   客户 j的需求， j N∈  

P   单位距离的路径成本 

F   每辆车的固定成本 

L   每辆车的容量 

ix  如果仓库 i被选择，值为 1，否则为 0 

iju   如果客户 j被仓库 i服务，值为 1，否则为 0 

ijke   如果在路径 k上，客户 j被仓库 i服务，值
为 1，否则为 0 
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LRP的数学模型为 

 min 2

     
d

d c

i i i j ijk
i N i N j N k R

ijk
i N j N k R

z x o P s s e

Fe
∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

= + − +∑ ∑∑∑
∑ ∑ ∑

 (1) 

式中：z min为最小化总成本的目标函数，
d

i i
i N

x o
∈
∑

为仓库运营成本，
2i j ijk

i N j N k R
P s s e

∈ ∈ ∈

−∑∑∑ 为车辆运输

成本，
d c

ijk
i N j N k R

Fe
∈ ∈ ∈
∑ ∑ ∑ 为车辆固定成本。 

s.t. 0, ,ijk jik
j N j N

e e i N k R
∈ ∈

− = ∀ ∈ ∈∑ ∑  (2) 

公式(2)确保车辆驶入、驶出每个节点。 

1, , ,ijk jike e i j N k R+ ≤ ∀ ∈ ∈  (3) 

公式(3)确保车辆不会重复驶入相同的路径。 

0, ,ijke i j N k R= ∀ = ∈ ∈  (4) 

公式(4)确保从某节点出发的车辆不会驶回该

节点。 

0, , ,ijk de i j N k R= ∀ ∈ ∈  (5) 

公式(5)确保仓库之间不存在运输路径。 

,

1,2 1,ijk
i j N k R

e S S n S N
∈ ∈

≤ − ≤ ≤ − ⊆∑ ∑  (6) 

公式(6)防止每条路径中产生子路径。 

,
c

j ijk
i N j N

d e L k R
∈ ∈

≤ ∀ ∈∑ ∑  (7) 

公式(7)确保每条路径上的客户总需求不超过车

辆容量上限。 

,
c

i ij i i d
j N

d u y c i N
∈

≤ ∀ ∈∑   (8) 

公式(8)确保仓库服务的客户总需求不超过仓库

容量上限。 

1,
d

ij c
i N

u j N
∈

= ∀ ∈∑   (9) 

公式(9)确保每个客户有且仅有一个仓库为其

服务。 

1,
d c

ijk
i N j N

e k R
∈ ∈

≤ ∀ ∈∑ ∑  (10) 

1 ,
d

ijk ijk
i N j N i N j Nc

e e k R
N ∈ ∈ ∈ ∈

≤ ∀ ∈∑∑ ∑ ∑  (11) 

公式(10)、(11)确保每条路径上有且仅有一个仓库。 

1 ,
c c

ijk i ijk d
i N k R j N k Rc

e y e i N
N ∈ ∈ ∈ ∈

≤ ≤ ∀ ∈∑∑ ∑ ∑  (12) 

公式(12)通过仓库与客户之间的路径，限制仓库

的开放数量。 

2 算法描述 

LRP可被视为一个顺序决策过程，能够采用深度

强化学习算法进行求解。 

2.1 EGAT模型 

本文提出的 EGAT模型主要由编码器、解码器和

价值网络组成，结构如图 2所示。 

嵌
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环
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层
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层

图 2 EGAT模型结构 

编码器在保留原有输入图结构的情况下，提取输

入图结构中的节点信息，以获得节点的高维特征表示

及整体图特征信息。 

解码器接收编码器输出的节点特征表示和图特

征信息，并采用逐步解码的方式，在每个时间步选择

动作并更新状态，直至获取完整解。 

价值网络在训练过程中提供动作的价值，辅助

EGAT 模型学习更精细的动作，使策略更新更稳定。 

2.2 编码器 

编码器由嵌入层和图注意力网络层组成，结构如
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图 3所示。其中，图注意力网络层由 3个图注意力层

和 1个前馈层构成。 

嵌

入

层

= ( )+ + + +

图
注
意
力

层

前

馈

层

图注意力网络层

 
图 3 编码器结构 

2.2.1  嵌入层 

嵌入层的输入 { }1 2, , , nX x x x= … 为仓库和客户的

节点信息。其中， ; ;
i ii x y ix s s d =  ， ixs 、

iys 为节点 i

的二维坐标， id 为节点 i的需求（仓库需求为 0）。

嵌入层将每个输入 ix 映射到节点嵌入特征 0
ih （特征

维度为 128）： 

   0 x x
i ih x b= × +W   (13) 

式中： xW 、 xb 分别为可学习的权值矩阵和偏置。 

2.2.2  图注意力层 

将节点嵌入特征 { }0 0 0 0
1 2, , , nh h h h= … 输入到图注

意力层，以捕获节点间的关联关系和重要性。 
首先，根据节点嵌入特征 0

ih 、邻接节点的嵌入特

征 0
jh 来计算注意力权重 ijα ： 

( ){ }
( ){ }
T

T

exp LeakyReLU ||

exp LeakyReLU ||
i

g g
i j

ij g g
i k

k N

a h h

a h h
α

∈

  =
  ∑

W W

W W
 (14) 

式中： gW 为特征变换矩阵，a为注意力权重的
学习参数，||为特征拼接操作， iN 为节点 i的邻接节

点集合。 

然后，根据注意力权重对邻接节点的特征进行加

权求和，更新节点嵌入特征为 ih% ： 

0

i

i ij j
j N

h hσ α
∈

 
=  

 
∑% W   (15) 

式中：σ为 ReLU 激活函数， aW 为可训练权重

矩阵。  

通过多头注意力机制，将多个注意力头的输出拼

接或平均，进一步丰富节点的表达能力。 

最后，图注意力层输出更新后的节点嵌入特征

{ }1 2, ,..., nh h h h=% % % % 。 

2.2.3  前馈层 

将更新后的节点嵌入特征输入到前馈层，进一步

提取节点的高维非线性特征，以提升模型的表达能力。 

( )2 1 1 2
ˆ ReLUF F F F
i ih W W h b b= × × + +%  (16) 

式中：W1
F和b1

F为第一个全连接层的网络参数，W2
F

和b2
F为第二个全连接层的网络参数。 
最后， îh 整体图特征 gh 为 

( )1 2
1 ˆ ˆ ˆg

nh h h h
n

= + + ⋅⋅ ⋅ +  (17) 

2.3 解码器 

本文采用强化学习框架将 LRP 的求解建模为一

个马尔可夫决策过程。 

首先，LRP的求解状态表示为 { },g aS S S= ，其中

gS 为编码器输出的整体图特征信息； { }1
ˆ ,a t tS h L−= 为

智能体状态， 1t̂h − 为智能体上一步选择的节点， tL 为

当前车辆的剩余容量； 

然后，动作 tπ 为智能体在当前时间步 t所选择的

节点； 

最后，回报R为总成本的负数。 

解码器可充当强化学习框架下的智能体，主要由

嵌入层、门控循环单元和全连接层组成，结构如图 4

所示。 

嵌
入
层

门
控
循
环
单
元

全
连
接
层

概率向量
动
作
选
择

状态更新
 

图 4 解码器结构 
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2.3.1  嵌入层 

嵌入层将智能体的状态特征 ch 映射为上下文特

征向量 ˆch ： 

( )1
ˆconcat , ,c g
t th h h L−=  (18) 

ˆc c c ch W h b= × +  (19) 

式中： cW 和 cb 为解码器嵌入层的网络参数。 

2.3.2  门控循环单元 

将上下文特征向量输入到门控循环单元，以捕获

节点间的动态依赖关系和交互信息。 

首先，通过公式(20)~(23)更新上一个时间步 t  

1− 的输入节点嵌入特征 1t̂h − 和上下文特征 1
ˆc
th − 的隐

藏状态： 

( )1
ˆ ˆz z c z

t tz hσ −= × + × +W U h b  (20) 

( )1
ˆ ˆr r c r

t tr hσ −= × + × +W U h b   (21) 

 ( )1 1
ˆ ˆ ˆtanh h h c h
t t t th W h r U h b− −= × + × +e   (22) 

( ) 1 1
ˆ ˆ ˆ1c c
t t t t th z h z h− −= − +e e  (23) 

式中： tz 为更新门， z z、W U 和 zb 为更新门可训

练的权重参数矩阵， tr 为重置门，
r r、W U 和 rb 为重

置门可训练的权重参数矩阵， h hW U、 和 hb 为隐藏状

态权重参数，e为元素级乘法。 

2.3.3  全连接层 

全连接层接收门控循环单元输出的隐藏状态序

列 ˆc
th ，先将其映射到输出动作空间 tu ，再通过 softmax

函数输出概率分数 tp ： 

ˆu c u
t tu h= × +W b  (24) 

,
softmax( )

t

j t

u

t t u

j N

ep u
e

∈

= =
∑

 
(25) 

式中： uW 和 ub 为可训练的权重参数矩阵， ,j tu

为 tu 第 j行参数。 

根据概率分数 tp 进行多项式采样，获得动作 tπ 。

重复以上步骤直到访问完所有客户，生成完整解

{ }1 2, , , Tπ π π π= …  。 

2.4 价值网络及训练算法 

价值网络采用与解码器相同的网络结构，其输入

为解码器输出动作所选择的节点，输出为一维的评估

分数，用以评估编码器输出动作的优劣。 

本文结合策略优化和价值评估的训练方法，能够

有效平衡策略梯度算法的高方差和基于值函数方法

的偏差问题。对于一个给定的实例 s，将 EGAT模型

的编码器-解码器结构组合为策略网络θ ，通过策略网

络θ 输出策略的动作概率分布 ( )p sθ π 采样得到动作

tπ ，即 ( )( )sample |t p sθπ π= 。同时，将价值网络估

计状态的状态基准值 ( )V sϕ 作为策略梯度更新的基准，

以降低估计方差。 

根据策略梯度定理，策略网络的期望累计回报为 

( ) ( )RL
θπ πθ =  E  (26) 

式中： ( )R π 为策略解 { }1 2, , , Tπ π π π= … 的累计

回报。 

策略梯度的计算公式为 

 ( ) ( )
1

log
T

t t t
t

s ALθ θ θθ π π
=

 
∇ ⋅ 

 
∇ = ∑E   (27) 

式中： ( )t tA R V sϕ= − 为优势函数，用于衡量当前

动作的实际回报 tR 与状态基准值 ( )V sϕ 的偏差。 

在每次训练迭代过程中，通过梯度上升法更新策

略网络参数θ ，通过最小化状态值的均方误差更新价

值网络参数ϕ： 

( )Lθ θθ θ α θ← + ⋅∇   (28) 

( )( )2

tR V sϕ ϕ ϕϕ ϕ α← − ⋅∇ −   (29) 

式中： θα 和 ϕα 为学习率。 
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EGAT模型训练算法的伪代码如下： 

EGAT模型训练算法 

输入：节点集 N ，训练轮数 E ，批次 B ，步数限制T ，策
略网络参数θ  

输出：位置-路径构建策略 

1：随机初始化策略网络参数θ   

2：for epoch = 1, 2, … , E do 

3：  for batch = 1, 2, … , B do 
4：  获取当前批次数据，设置 0t ←   

5：   while t T<  do 
6： 根据策略网络参数θ 选择节点 tπ  

7： 1t t← +   

8：   end   
9：   根据公式(26)和(27)计算梯度 ( )Lθ θ∇   

10：   更新策略网络参数 ( )Lθ θθ θ α θ← + ⋅∇  

11：   更新价值网络参数 ( )( )2

tR V sϕ ϕ ϕϕ ϕ α← − ⋅∇ −  

12：  end 

13：end 

首先，调整相关的训练超参数，并初始化策略网

络参数θ ； 

然后，根据策略网络参数θ ，对批次中的每个实

例逐步生成动作 tπ ，直到选择完所有节点； 

最后，根据公式(26)、(27)计算策略梯度 ( )Lθ θ∇ ，

用于更新策略网络参数θ 和价值网络参数ϕ。 

3.1 实验设置 

本实验在 NVIDIA A30、Intel Xeon Silver 4310 

CPU（2.10 GHz）和 128 GB RAM上进行，通过 Python 

3.10和 PyTorch 2.1.0实现 EGAT模型训练。 

EGAT 模型训练参数设置：训练轮数为 100 轮，

每轮的批次为 6 400 次，每批算例为 640 例；采用

Adam优化器来优化策略网络参数，学习率为1×10-4。 

通过 3 种不同规模的实例来评估本文提出的

EGAT模型性能：小规模实例（20个客户，5个仓库，

车辆容量 30吨）、中规模实例（50个客户，5个仓

库，车辆容量 50吨）、大规模实例（100个客户、10

个仓库，车辆容量 50吨），节点在[0, 100]×[0, 100]

上均匀分布。在 3种不同规模的实例上分别测试 1 000

次，并将实例平均求解成本和平均求解时间作为模型

性能的评价指标。平均成本越低，代表模型性能越好；

平均求解时间越短，代表模型求解效率越高。 

3.2 对比实验 

为验证本文提出的 EGAT模型的有效性，将其与

文献[8]的注意力模型（attention model, AM）[18]进行

对比实验。相较于 AM采用的强化学习训练算法[20]，

本文 EGAT模型采用价值网络来引导策略更新，减少

了策略梯度估计的方差，提升了训练效率。EGAT模

型与AM训练曲线如图 5所示。 

 

 
(a) 小规模实例 

 

 

 

(b) 中规模实例 
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(c) 大规模实例 

图 5 EGAT模型与 AM训练曲线 

由图 5可知：EGAT模型与AM训练曲线具有一

致的下降趋势，即总成本在开始时迅速下降，然后逐

渐趋于稳定；EGAT模型的最终稳态值和训练稳定性

均优于AM，表明引入价值网络加速了模型收敛过程，

提升了训练稳定性和策略的最终表现。 

3.3 消融实验 

为了进一步评估价值网络对模型的影响，将未采

用价值网络和采用价值网络的图注意力模型在大规

模实例上进行训练，训练曲线如图 6所示。 

 
 

图 6 未采用价值网络和采用价值网络的图注意力模型  

训练曲线 

由图 6可知，采用价值网络的图注意力（EGAT）

模型的训练曲线下降较为平滑且连续，下降幅度较大

且波动较小；未采用价值网络的图注意力模型的训练

曲线波动较大且存在震荡，表明价值网络能够有效提

升模型的训练效果和性能。 

3.4 模型性能评估 

为进一步验证 EGAT模型的性能，将其与AM及

求解 LRP的常用算法：精确算法（采用 Gurobi求解

器）、模拟退火（simulated annealing, SA）算法[21]、遗

传算法（genetic algorithm, GA）[22]和灰狼优化（gray wolf 

optimization, GWO）算法[23-24]在求解成本、求解时间

两个评价指标上进行对比，结果分别如表 2、3所示。 

表 2 EGAT模型与其他算法/模型求解成本对比 单位：元 

算法/模型 
问题规模 

20-5 
小规模 

50-5 
中规模 

100-10 
大规模 

Gurobi 1 313.5 2 451.4 4 420.2 

SA 1 361.2 2 505.3 4 621.7 

GA 1 401.7 2 567.1 4 821.5 

GWO 1 414.3 2 636.2 4 752.4 

AM 1 374.3 2 447.2 4 260.8 

EGAT 1 357.8 2 416.0 4 173.8 

表 3 EGAT模型与其他算法/模型求解时间对比 单位：s 

算法/模型 
问题规模 

20-5 
小规模 

50-5 
中规模 

100-10 
大规模 

Gurobi 2 461.72 3 600.00 3 600.00 

SA 59.32 109.22 256.25 

GA 61.21 134.21 298.34 

GWO 74.37 144.41 314.58 

AM 0.18 0.45 1.52 

EGAT 0.15 0.31 1.02 

由表 2、3可知：本文提出的 EGAT模型在 20-5

和 50-5规模问题上，求解成本与Gurobi、SA、GA和

GWO 算法相近，但求解时间显著快于上述算法；在

100-10规模问题上，其求解成本和求解时间均优于上

述算法。具体而言：Gurobi在小规模问题上能够获得
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最优解，但其求解时间随着规模问题的增大而显著增

加；GA 和 SA 算法在中小规模问题上表现尚可，但

在大规模问题上求解成本与求解时间均上升；GWO

算法求解成本较低，但求解时间较长。相较于同样采

用深度强化学习框架的AM，EGAT模型的求解成本

和求解时间均表现得更好，这主要得益于强化图注意

力模型的快速推理能力，能够在较短的时间内生成高

质量的解。实验结果有效证明了本文提出的 EGAT

模型求解 LRP的实用性和有效性。 

4 结论 

本文提出一种 EGAT模型，相较于传统的 Trans-

former模型架构，可有效保留图结构信息，增强对关

键特征的感知能力。此外，通过引入额外的价值网络

来评估每个动作的价值，引导策略更新，减少策略梯

度估计的方差，提升训练效率。实验结果表明，本文

提出的EGAT模型在小规模问题上的求解成本与传统

算法相当，但效率更高；在中大规模问题上的求解成

本和求解时间均优于传统算法，证明了其在 LRP 求

解中的实用性和高效性。后续研究将考虑模型在更复

杂现实场景下的泛化能力和更大规模问题上的求解

能力。 

©The author(s) 2024. This is an open access article under the CC 

BY-NC-ND 4.0 License (https://creativecommons.org/licenses/ 

by-nc-nd/4.0/) 
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